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ΝΟΥΣ ΟΜΙΛΟΣ ΠΡΟΤΥΠΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΩΝ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2023 

 

 

ΘΕΜΑ  Α 

Α1. Θεωρία σχολικό βιβλίο σελ. 117 

Α2. Θεωρία σχολικό βιβλίο σελ. 74 

Α3. Θεωρία σχολικό βιβλίο σελ. 185 

Α4. α)  Λάθος   β)  Λάθος  γ)  Λάθος   δ)  Σωστό   ε)  Σωστό 

 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για x 2 −  έχουμε: ( ) ( ) ( )
22f x 2f x 1 x 2 f x 1 x 2 − + = +  − = +    

( ) ( )
2

f x 1 x 2 f x 1 x 2  − = +  − = +  . Έστω ( ) ( )h x f x 1 , x 2= −  − . 

Tότε η εξίσωση γίνεται: ( )h x x 2= +  (1). Για x 2 x 2 0 −  +   είναι 

x 2 0+   άρα x 2 0+   οπότε η (1) ( ) ( )h x 0 h x 0     για 

κάθεx 2 − . H hείναι συνεχής στο ( )2,− +  και ( )h x 0  για ( )x 2, − +  άρα 

η h  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο( )2,− + . Επιπλέον έχουμε 

( ) ( )h 2 f 2 1 3 1 2 0= − = − =   άρα και ( )h x 0  για κάθε ( )x 2, − + .  

Επομένως ( ) ( )h x h x= άρα η (1) γίνεται: ( ) ( )h x x 2 h x x 2= +  = +   

( ) ( ) ( )f x 1 x 2 f x x 2 1 , x 2, − = +  = + +  − + .  

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΜΑΘΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΤΑΞΗ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ 09/04/2023 ΔΙΑΡΚΕΙΑ 3 ΩΡΕΣ 
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Β2. Έχουμε ( )f
D 2,= − +  και 

g
D =ℝ . Για να ορίζεται η f g  θα πρέπει: 

( )
g

2x 2x

f

x D x x
x

g x D e 2 2 e 0

   
     

 −  −  

 . Άρα 
f g

D =ℝ με τύπο  

( ) ( ) ( )( ) ( )2x 2x 2x xf g x f g x f e 2 e 2 2 1 e 1 e 1 , x= = − = − + + = + = + ℝ . 

Β3. Έστω ( )1 2 f
x ,x D 2, = − +  με ( ) ( )1 2 1 2

f x f x x 2 1 x 2 1=  + + = + +   

1 2 1 2 1 2
x 2 x 2 x 2 x 2 x x + = +  + = +  = . Άρα η f είναι 1-1 και 

αντιστρέφεται. Για x 2 −  θέτουμε ( )f x y y x 2 1=  = + +    

y 1 x 2 , με y 1 0 − = + −  αφού ( )
22

x 2 0 y 1 x 2  , y 1+   − = +    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21x 2 y 1 ,y 1 x y 1 2,y 1 f y y 1 2 , y 1− + = −   = − −   = − −  . 

Άρα ( ) ( )
21f x x 1 2 , x 1− = − −  . 

Β4. 

i) Η γραφική παράσταση της 1f −  προκύπτει από την γραφική παράσταση της 

( ) 2φ x x= με οριζόντια μετατόπιση κατά 1 μονάδα δεξιά και κατακόρυφη 

μετατόπιση κατά 2 μονάδες κάτω και φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 

  

                                                                   ( ) ( )
2-1f x x -1 - 2 ,  x 1=       
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ii) Όπως φαίνεται από το σχήμα ( )1f x 0−   για κάθε x 3,4    , οπότε το 

ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

( ) ( ) ( )( )
4 4 4 21 1

3 3 3
Ε f x  dx f x dx x 1 2 dx− −= = = − − =    

( ) ( ) ( )
4 313 3 3

3

x 1 4 1 3 1 8 6
2x 2 4 2 3 9 8

3 3 3 3 1

    − − −     = − = −  − −  = − − − =
           

 

3 1

8 18 10 1 10 3 10 13
1 1

3 3 3 1 3 3 3 3

   
= − − = − − = + = + =   

   
 τ.μ. 

 

 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της =
f

D ℝ άρα είναι συνεχής και 

στο 0 , οπότε ( ) ( )
→

=
x 0
limf x f 0 . Έχουμε ( )

( )

( )
→ → →


−−

= = =


0
xx 0

x 0 x 0 D.L.H x 0

e 1e 1
lim f x lim  lim

x x
  

→
= = =

x
0

x 0

e
lim e 1

1
 και ( ) =f 0 α  , άρα =α 1.  

Γ2. Για x 0  η f είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων  με 

( )
( ) ( ) ( ) ( )  −  − −   − −  −

 = = = = 
 

x x x xx

2 2

e 1 x e 1 x e x e 1 1e 1
f x

x x x
  

− +
=

x x

2

xe e 1

x
 . Ελέγχουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 . Έχουμε 

( ) ( )
→ → → →

− − −
−− − −

= = = =
−

x x
0

x 0

2x 0 x 0 x 0 x 0 D.L.H

e 1 e 1 x
1f x f 0 e x 1x xlim lim lim lim

xx 0 x x

1

 

( )

( )

( )

( )
→ → → →

 
− − −−

= = = = = =
 

0
x xx x 00

x 0 x 0 D.L.H x 0 x 02

e x 1 e 1e 1 e e 1
lim lim  lim lim

2x 2 2 22xx

 .  
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Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με ( ) =
1

f 0
2

 . Επομένως η εξίσωση της 

εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f στο σημείο της 

( )( )M 0, f 0  είναι ( ) ( ) ( ) ( )− =  −  − =  = +
1 1

ε : y f 0 f 0 x 0 y 1 x y x 1
2 2

 .  

Γ3.                                           y                           ( ) = +
1

ε : y x 1
2

 

 

 

                                  Σ(x,y)          Ν(0,y) 

    

       x΄                 −2       Υ(x,0)     Ο                                       x 

 

                                                y΄ 

Το σημείο ( )Σ x, y είναι σημείο της ( ) = +
1

ε : y x 1
2

 δηλαδή 
 

+ 
 

1
Σ x, x 1

2
 

οπότε 
 

+ 
 

1
Ν 0, x 1

2
 και το ( )Υ x,0 . Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΝΟΥΣ είναι 

( )
 

= =  =  = −  + = − − −   
 

21 1
Ε Ε x ΟΥ ΟΝ x y x x 1 x x , 2 x 0

2 2
.  

Η συνάρτηση ( )Ε x  είναι παραγωγίσιμη στο ( )−2,0  ως πολυωνυμική με 

( )
 

 = − − = −  − = − − 
 

21 1
E x x x 2x 1 x 1

2 2
 . Έχουμε :    

• ( ) =  − − =  = −E x 0 x 1 0 x 1                               

• ( )   − −    −E x 0 x 1 0 x 1  

• ( )   − −    −E x 0 x 1 0 x 1  

Το πρόσημο της ( )E x  , η μονοτονία και τα ακρότατα της ( )E x  φαίνονται 

στον διπλανό πίνακα                    x       −2              −1                0        

                                               ( )E x             +           0           −  

                                               ( )E x            

                                                                       Μέγιστο 
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Επομένως η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι παρουσιάζεται για = −x 1 και 

είναι ίση με ( ) ( ) ( )− = −  − − − = −  + =
21 1 1

Ε 1 1 1 1 1
2 2 2

 τ.μ.  

Γ4. i) 1ος τρόπος: Η F είναι παραγωγίσιμη στο ℝ με ( ) ( ) =F x f x  για κάθε 

x ℝ. Για x 0  ισχύει     − x 0 x xe e e 1 e 1 0   οπότε 

( )
−

= 
xe 1

f x 0
x

 , για x 0 . Για x 0  ισχύει     − x 0 x xe e e 1 e 1 0   

οπότε ( )
−

= 
xe 1

f x 0
x

 , για x 0 . Για =x 0είναι ( ) = f 0 1 0 . Συνεπώς 

( ) ( )  f x 0 F x 0  για κάθε x ℝ  , άρα η F είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 

2ος τρόπος: Για x 0  είναι ( )
− +

 =
x x

2

xe e 1
f x

x
 . Είναι 2x 0  για x 0  

οπότε το πρόσημο της f καθορίζεται πλήρως από το πρόσημο του αριθμητή. 

Θεωρούμε την συνάρτηση ( ) = − + x xg x xe e 1 , x ℝ . Οπότε 

( )
( )

 = 
2

g x
f x  , x 0

x
. Η g είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις 

συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    = − + =  +  − + = + − =x x x x x x x x xg x xe e 1 x e x e e 1 e xe e xe .  

Έχουμε ( ) =  =  =xg x 0 xe 0 x 0  αφού xe 0  για κάθε x ℝ .  

Είναι ( )     xg x 0 xe 0 x 0  αφού xe 0  για κάθε x ℝ  ενώ 

( )     xg x 0 xe 0 x 0  αφού xe 0  για κάθε x ℝ . Το πρόσημο της 

( )g x , η μονοτονία και τα ακρότατα της  g φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 

    x       −                 0                 +  

  ( )g x               −           0         + 

  ( )g x                  

                             Ελάχιστο 
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Η g παρουσιάζει ελάχιστο στο 0 το ( ) =  − + = − + =0 0g 0 0 e e 1 1 1 0 . 

Επομένως ( ) ( ) ( )  g x g 0 g x 0 για κάθε x ℝ με το “=” να ισχύει μόνο 

για =x 0 .Άρα είναι ( ) g x 0  για x 0οπότε και ( )
( )

 = 
2

g x
f x 0

x
 για x 0  

και επειδή η f είναι συνεχής στο 0 τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  . 

Tο σύνολο τιμών της είναι το 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
→− →+

= − + = = +
x x

f f , lim f x , lim f x 0,  επειδή  

( ) ( ) ( )
→− →− →−

−  
= = −  = −  = 

 

x
x

x x x

e 1 1
lim f x lim lim e 1 0 1 0 0

x x
 και  

( )
( )

( )

+

+

→+ →+ →+ →+


−−

= = = = +


xx x

x x D.L.H x x

e 1e 1 e
lim f x lim  lim lim

x 1x
 . Αυτό σημαίνει ότι 

( ) f x 0  για κάθε x ℝ  οπότε και ( ) F x 0  για κάθε x ℝ  άρα η F είναι 

γνησίως αύξουσα στο ℝ .  

ii)  Ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ( )
+ +

++
 = = + − + 

λ 2 λ 2

λ 1λ 1
f x dx F x F λ 2 F λ 1  οπότε αρκεί να 

δείξουμε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ − +  + −  + − +  + −F λ 2 F λ 1 F λ 3 F λ F λ 2 F λ 3 F λ 1 F λ (1) 

1ος τρόπος:  

Ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ( )


+  +  +  +  + − + 
F 

λ 2 λ 3 F λ 2 F λ 3 F λ 2 F λ 3 0  και 

( ) ( ) ( ) ( )


+   +   + − 
F 

λ 1 λ F λ 1 F λ F λ 1 F λ 0 . Επομένως ισχύει ότι  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ − +   + −  + − +  + −F λ 2 F λ 3 0 F λ 1 F λ F λ 2 F λ 3 F λ 1 F λ

, άρα η (1) αποδείχθηκε.  

2ος τρόπος: Η συνάρτηση F ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ στα 

διαστήματα +  λ, λ 1  και + +  λ 2,λ 3  αφού είναι παραγωγίσιμη στο ℝ με 

( ) ( ) =F x f x  για κάθε x ℝ  επομένως υπάρχει ένα τουλάχιστον 

( ) +
1

ξ λ,λ 1  και ένα τουλάχιστον ( ) + +
2

ξ λ 2,λ 3  τέτοια ώστε : 
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
+ −

 =  = + −
+ −

1 1

F λ 1 F λ
F ξ f ξ F λ 1 F λ

λ 1 λ
 (2)  και  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

+ − +
 =  = + − + 

+ − +
2 2

F λ 3 F λ 2
F ξ f ξ F λ 3 F λ 2

λ 3 λ 2
 

( ) ( ) ( ) + − + = −
2

F λ 2 F λ 3 f ξ  (3) . Τότε η (1) λόγω των (2),(3) ισοδύναμα 

γίνεται : ( ) ( ) ( ) ( )−   + 
2 1 1 2

f ξ f ξ f ξ f ξ 0  που ισχύει καθώς ( ) f x 0  για 

κάθε x ℝ  από το ερώτημα Γ3.  

 
 
ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1.Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο ( )1,+ ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με ( ) ( ) ( ) 2

x
g x xf x f x

ln x

 
 = − + = 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

2
2

x ln x x ln x
x f x xf x f x

ln x

  − 
   =  + − + =

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

4 4

1
ln x x 2lnx

ln x 2ln xxf x xf x f x xf x
ln x ln x

−  
−

   = + − + = + =  

( )
1 1ln x

3 2 4 3 2 3 3

ln x lnx 22 1 2 1 lnx 2 2 lnx lnx 2
0

ln x ln x ln x ln x ln x ln x ln x

− − − + −
= − + = − + = = .  

Η g  είναι συνεχής ( )1,+ οπότε από τις συνέπειες του Θ.Μ.Τ η g  είναι σταθερή 

για κάθε x 1  , δηλαδή υπάρχει c ℝ τέτοιο ώστε ( )g x c=  , x 1 . 

Δ2. i) Από θεώρημα Fermat αφού το ( )Α e,e  ακρότατο της ( )f f e 0 = .  

ii) Από ερώτημα Δ1. έχουμε ( ) ( ) ( ) 2

x
g x c xf x f x c

ln x
=  − + =  , για x 1 . 

Για x e=  έχουμε ( ) ( ) 2 2

e e
e f e f e c e 0 e c c 0

ln e 1
 − + =   − + =  =  αφού 

( )f e e= . Επομένως για x 1  έχουμε ( ) ( ) 2

x
xf x f x 0

ln x
 − + =   
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0 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2: x 0 2

2 2 2 2 2

x
xf x f x xf x f xx 1ln xxf x f x  

ln x x x x x ln x

  − −
 − = −  = −  = − 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1
xf x f x f x x f x x ln x f x 1x

x ln x x ln x x ln x

     −  −   
 = −  = −  =       

και αφού οι συναρτήσεις 
( )f x

x
 , 

1

ln x
 είναι συνεχείς στο ( )1,+ τότε από τις 

συνέπειες του Θ.Μ.Τ υπάρχει 
1

c ℝ τέτοιο ώστε 
( )

1

f x 1
c

x lnx
= +  , x 1 . 

Για x e=  έχουμε 
( )

1 1 1 1

f e 1 e 1
c c 1 1 c c 0

e lne e 1
= +  = +  = +  = . 

Επομένως 
( )

( )
f x 1 x

f x  , x 1
x lnx lnx

=  =   .  

 

Δ3. Για x 1  έχουμε ότι ( )
( ) ( )

2 2

1
1 lnx xx lnx x lnxx xf x

lnx ln x ln x

   −   −  
 = = = = 

 
  

2

ln x 1

ln x

−
=   και ( ) ( )3 2 3 2

2 1 2 1
xf x f x

ln x ln x x ln x x ln x
 = −  = −   

( ) ( )3 3 3

2 ln x 2 ln x
f x f x

x ln x x ln x ln x

−
  = −  =  .  

Είναι ( ) 2

3

2 ln x
f x 0 0 2 ln x 0 ln x 2 x e

ln x

−
 =  =  − =  =  =  .  

( )
3ln x 0

2

3 για x 1

2 lnx
f x 0 0  2 lnx 0 lnx 2 1 x e

ln x





−
     −       .  

( )
3ln x 0

2

3 για x 1

2 lnx
f x 0 0  2 lnx 0 lnx 2 x e

ln x





−
     −      .  

  
          x       1                   e2                 +  

  ( )f x               +               − 

   ( )f x  

Έστω ( )A 1,= +  και ( 2

1
A 1,e =  . H fείναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 

( 2

1
A 1,e =   άρα το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το 

( ) (( ) ( ) ( )(2 2

1
x 1

1
f A f 1,e lim f x , f e ,

4+→

    = = = −    
 επειδή  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
x 1 x 1 x 1

ln x 1 1
lim f x lim lim ln x 1 ln1 1 1

ln x ln x+ + +→ → →

−  
 = = −  = −  + = −  + = − 

 

αφού 2

x 1
lim ln x 0

+→
=  και 2ln x 0  για x  κοντά στο 1+  οπότε 

2
x 1

1
lim

ln x+→
= +  και 

( )
2

2

2 2 2

lne 1 2 1 1
f e

ln e 2 4

− −
 = = = . Έστω )2

2
Α e ,= + . Η f  είναι συνεχής και 

γνησίως φθίνουσα στο )2

2
Α e ,= +  άρα το σύνολο τιμών της σε αυτό το 

διάστημα είναι το ( ) )( ) ( ) ( )(2 2

2
x

1
f A f e , lim f x , f e 0,

4→+

    = + = =     
( ) ( ) ( )1 2

1
f A f A f A ,

4

 
  =  = − 

 
αφού 

( )
( )

( )
2x x D.L.H x x2

1
ln x 1ln x 1 x

lim f x lim lim lim
ln x

ln x

+

+

→+ →+ →+ →+

−−
 = = =

 1
2ln x

x


x

1
lim 0

2ln x→+
= = . 

Τελικά το σύνολο τιμών της fείναι το ( ) ( ) ( )1 2

1
f A f A f A ,

4

 
  =  = − 

 
.  

Δ4. Η εξίσωση εφαπτομένης της f στο σημείο της ( )( )2 2M e , f e  είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2

2

e 1 e 1 e
ε : y f e f e x e y x e y x

lne 4 2 4 4
− = −  − = −  − = −    

2 1
2 2 2 2 21 e e 1 2e e 1 e

y x y x y x
4 2 4 4 4 4 4 4

 = + −  = + −  = + . Η f είναι κοίλη στο 

)2e , +  καθώς η fείναι γνησίως φθίνουσα στο )2e , +  συνεπώς η γραφική 

παράσταση της f  βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της στο σημείο 

( )( )2 2M e , f e με εξαίρεση το σημείο επαφής . Δηλαδή για κάθε 2x e  ισχύει 

( )
2x 1 e x

f x y x 4 4
ln x 4 4 ln x

   +   
1

4
 x 4+

2e

4
   

 lnx 0
2

για x 1

4x
x e  lnx

lnx

 


  + 

4x

lnx
 ( ) ( )2 2ln x x e 4x lnx x e  +   +  . 


